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Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R due funzioni continue e derivabili in un intorno
N =]a− r, a[∪]a, a+ r[ del punto a tali che f(a) = g(a) = 0.
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Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R due funzioni continue e derivabili in un intor-
no N =]a − r, a[∪]a, a + r[ del punto a tali che f(a) = g(a) = 0.
Supponiamo che esista il limite
lim
x→a
f ′(x)
g′(x)
= `
2/12 Pi?
22333ML232
Forme indeterminate. Teoremi di de l’Hoˆpital
Teorema (Johannes Bernoulli 1691-1692, de l’Hoˆpital 1696)
Siano f, g : N → R due funzioni continue e derivabili in un intor-
no N =]a − r, a[∪]a, a + r[ del punto a tali che f(a) = g(a) = 0.
Supponiamo che esista il limite
lim
x→a
f ′(x)
g′(x)
= `
allora
lim
x→a
f(x)
g(x)
= `
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
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Esempio
lim
x→0
cos2 x− 1 + x2
x4
Esempio
lim
x→0
3
√
1 + x− 1
4
√
1 + x− 1
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In modo analogo si dimostrano versioni del teorema di de l’Hoˆpital
nelle seguenti situazioni:
• per lim
x→a f(x) = limx→a g(x) = ±∞ oppure solamente limx→a g(x) = ±∞
• per f, g definite su intervalli illimitati si possono considerare i limiti
per x→ −∞ e per x→ +∞
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Esempio
lim
x→+∞x
[
e−
(
1 +
1
x
)x]
5/12 Pi?
22333ML232
Esempio
lim
x→+∞x
[
e−
(
1 +
1
x
)x]
Attenzione: non e` nella forma coperta dai teoremi pero` possiamo
scrivere il limite come
lim
x→+∞
e− (1 + 1
x
)x
1
x
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Convessita` Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si
dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),
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Convessita` Sia I un intervallo di R. Una funzione f : I → R si
dice:
• convessa se per ogni x1, x2 ∈ I ed ogni α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) ≤ (1− α)f(x1) + αf(x2),
• strettamente convessa se per ogni x1, x2 ∈ I x1 6= x2 ed ogni
α ∈]0, 1[ si ha:
f ((1− α)x1 + αx2) < (1− α)f(x1) + αf(x2).
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Figura 1: convessita`
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Concavita` Le funzioni concave ribaltano la proprieta`, il loro grafico
giace al di sopra della corda. Definire le funzioni concave e` dun-
que assai semplice, una funzione f(x) e` concava se e solo se −f(x) e`
convessa.
x
f !x"
Figura 2: concavita`
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Teorema
La funzione f : I → R con derivate prima e seconda continue e`
strettamente convessa se e solo se risulta f (2)(x) > 0 per ogni x ∈ I.
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Definizione
Diremo che la funzione f(x) ha un punto di flesso in x0 se esiste un
intorno completo I(x0) di x0 tale per cui:
• f(x) e` strettamente convessa se x < x0 e strettamente concava se
x > x0,
• f(x) e` strettamente concava se x < x0 e strettamente convessa se
x > x0.
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Esempio
f(x) = e−x
2
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Esempio
f(x) = e−x
2
=⇒ f (2)(x) = 2e−x2 (2x2 − 1)
12/12 Pi?
22333ML232
-
1
2
1
2
x
f HxL
Figura 3: Gaussiana
